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Tematyka korespondencji naukowej Gottloba Fregego
z Giuseppe Peano w latach 1891-1903

Korespondencja Fregego z Peano liczy 12 dokumentow 1 zaczg¢la si¢ po opublikowaniu
przez Fregego Grundlagen der Arithmetik (1884), a zakonczyta po wydaniem drugiego tomu
Grunddgesetze der Arithmetik (1903), w dodatku do ktérego Frege przedstawil problem
antynomii w swoim systemie. W tym samym czasie obaj korespondowali takze z
B. Russellem, D. Hilbertem, M. Paschem i Ph. Jourdainem.

Peano znal nastepujgce ksigzki Fregego: Begriffsschrift (1879), Grunddgesetze der
Arithmetik (1893). Tam szukat poréwnania swojego symbolizmu z tym wprowadzonym przez
Fregego. Frege znal co najmniej dwa teksty Peano: Formulaire de Mathématiques, vol 1,
Turin 1895; Notations de logique mathématique Turin 1894.

Tematyka korespondencji. Komentarze dotyczace powyzszych tekstow. ,,[Plaralelnosci¢
dwoch systeméw zapisu, logiki matematycznej i pisma pojeciowego”. Pordwnywanie
zapisow formut logicznych w obu systemach. Peano i Frege wyjasniaja, jak czyta¢ ich
symbolike. Konieczna iloscig znakow pierwotnych w systemie logicznym. Teoria definicji,
krytyka wprowadzanych definicje (np. dodawania, rownosci), warunki poprawnych definicji.
Dyskusja nad rozumieniem znaku dedukcji. Kwantyfikatory, ich rozumienie i zapis. R6znica
miedzy znakami 9 i €. Problem antynomii nie byt omawiany listownie z Peano.

Frege odwolywal si¢ do swojego zaplecza semiotyczno-filozoficznego 1 dokonywat
analiz z odniesieniem do sensu i znaczenia, myS$li jako sensu zdania, prawdy (fatszu) jako

znaczenia zdan prawdziwych (fatszywych).

G. Frege: Nachgelassene Schriften und Wissenschaftlicher Briefwechsel. Gebundene
Ausgabe. Bd. 2 Wissenschaftlicher Briefwechsel. Hamburg 2013, ss.305.

H. Kennedy: Peano. Life and Work. San Francisko 2002.

G. Peano: Selected Works. Transl., ed. H. Kennedy. London 1973.
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Piotr Blaszczyk

Kartezjusz i twierdzenie Pitagorasa

1. Twierdzenie Pitagorasa to twierdzenie 1.47 Elementow:
(1) ,,W trojkatach prostokatnych kwadrat na (éz6) boku lezacym naprzeciwko kata prostego,
jest rowny kwadratom na (ém6) bokach obejmujacych kat prosty”.

Wystepujace tu pojecie rownosci ma sens na gruncie Euklidesa teorii pola. Teoria ta
sktada si¢ z wybranych konstrukcji i aksjomatow pozwalajacych orzeka¢ rownos¢ o figurach
nieprzystajacych.

Wspotczesnie, np. w Podstawach geometrii K. Borsuka i W. Szmielew, twierdzenie
Pitagorasa traktuje nie o kwadratach, a o dlugosciach odcinkow:

(2) ,Jezeli w trojkacie ABC kat w A jest prosty, to p(BA)? + p(AC)? = p(BC)? ”, gdzie p(BA)
itd. to liczby rzeczywiste okreslajace dlugosci odpowiednich bokow trojkata.

Inna, nawet bardziej popularna stylizacja, traktuje o polach kwadratow zbudowanych
na bokach trojkata prostokatnego. Obydwie wersje zaktadajg arytmetyke liczb rzeczywistych.

W matematyce greckiej nie wystepuje ani pojecie dtugosci odcinka, ani pola figury,
dlatego potrzebne sa specjalne zabiegi, aby wykazac¢, ze twierdzenia (1) i (2) maja ze sobg
cokolwiek wspolnego. Standardowe rozwigzanie polega na interpretacji Elementow
w geometrii analitycznej na ptaszczyznie R2. Woweczas jednak zmienia si¢ status twierdzenia
Pitagorasa: w geometrii analitycznej jest ono stosowane w definicji metryki i nie jest
dowodzone.

2. W wystapieniu pokazujemy, jak w Geometrii Kartezjusz zmienit twierdzenie (1)
formutujac je w arytmetyce odcinkow. Pokazujemy, ze jego wersja jest posrednia miedzy (1)

i (2). Te trzy wersje twierdzenia 1.47 przedstawiamy schematycznie w nastepujacy sposob:

O,0=0 Euklidesa teoria pola
a’+b?*=c? Kartezjusza arytmetyka odcinkow
a’+b?=c? arytmetyka liczb rzeczywistych

Przejscie od (1) do wersji Kartezjusza polega na zastgpieniu antycznej teorii proporcji
arytmetyka odcinkow. Przejscie od wersji Kartezjusza do wspotczesnej polega na zastgpieniu
arytmetyki odcinkoéw arytmetyka liczb rzeczywistych. Catly ten proces — rozpoczety Ksiega V
Elementow i zwienczony “ Uber den Zahlbegriff Hilberta — przedstawiamy jako ksztattowanie

si¢ pojecia ciata uporzgdkowanego.
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3. Pokazujemy, ze zmiana sensu twierdzenia 1.47 dokonuje si¢ W warstwie stownej
i symbolicznej Geometrii: miast o ,.kwadratach na bokach” (Euklides), Kartezjusz pisze
0 ,,kwadratach bokow”, carrés des cotés, natomiast w formutach opisujacych trojkaty
przedstawione na diagramach znajdujemy odpowiedniki wzoru a® + b? = ¢ Kartezjusz nie
komentuje faktu, ze zmienia sens twierdzenia 1.47, tym bardzie nie dowodzi tego nowego
twierdzenia.

Zagadka jest, dlaczego tak radykalna zmiana sensu najwazniejszego twierdzenia
matematyki nie zostata zauwazona przez blisko 380 lat, jakie mingty od pierwszego wydania
Geometrii.

Literatura
P. Blaszczyk, K. Mrowka, Euklides, Elementy, Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i komentarz,
Copernicus Center Press, Krakow 2013.

P. Btaszczyk, K. Mrowka, Kartezjusz, Geometria. Ttumaczenie i komentarz, Universitas,
Krakow 2015

Izabela Bondecka-Krzykowska
Wydzial Matematyki i Informatyki UAM Poznan

O obiekcie badan informatyki

Informatyka jest stosunkowo mtoda dyscypling wiedzy, ktora zajmuje szczegdlne
miejsce w naszej rzeczywistosci — jej wytwory sg bowiem wszechobecne. Co wiecej, systemy
komputerowe sg coraz czesciej wykorzystywane w wielu gateziach nauki i to nie tylko do
wykonywania skomplikowanych obliczef, ale rowniez do eksperymentowania, a nawet do
dowodzenia twierdzen matematycznych.

W moim odczycie przedstawie przeglad pojawiajacych si¢ w literaturze prob
zdefiniowania informatyki jako nauki poprzez okreslenie obiektow jej badan. Omowie
pokrotce wybrane kwestie filozoficzne zwigzane z: komputerem, programem komputerowym

oraz informacja.

Literatura

Colburn, T. R. (2000). Philosophy and Computer Science. M.E. Sharpe Hamming, 1969
Hayes, P. J. (1997). What is a computer? An electronic discussion. The Monist, 80 (3), 389-
404

Kroes, P. 1 Meijers, A. (2006). The dual nature of technical artefacts. Studies in History and
Philosophy of Science, 37(1), 1-4.

Strona 3z 20



Searle, J. R. (1990). Is the Brain a Digital Computer? Proceedings and Addresses
of the American Philosophical Association, 64, 21-37.

Jerzy Dadaczynski

Katedra Filozofii Logiki
UPJPII w Krakowie

»Quasi-empiryzm” Franza Lettenmayera

Franz Lettenmayer nalezat w latach 30° XX wieku do szeroko pojmowanej grupy
uczniow Hilberta. Mimo wptywu fundamentalistycznego $rodowiska w Getyndze stanat pod
koniec dekady na stanowisku bliskim empiryzmowi. Wystapienie bedzie zawieralo probe

charakterystyki filozofii matematyki Lettenmayera.

Roman Duda
Trzy tradycje

Liczaca kilka tysiecy lat historia matematyki miata trzy okresy rozkwitu - okoto XVIII
wieku p.n.e. (okres "babilonski'), okoto III wieku p.n.e. (Grecja klasyczna) i najnowszy, od
XVII wieku - przedzielane dlugimi okresami dekadencji. Kazdy wyr6zniat si¢ specyficznym
podejéciem do matematyki, r6znigcym si¢ zasadniczo od pozostatych. Celem komunikatu jest

przypomnienie ich rysow charakterystycznych i refleksja nad ich znaczeniem dzisiaj.

Mateusz Hohol

Zaktad Logiki i Kognitywistyki

Instytut Filozofii i Socjologii PAN, Warszawa

Centrum Kopernika Badan Interdyscyplinarnych, Krakow
mateuszhohol@gmail.com

Poznanie geometryczne: od przestrzeni do abstrakcyjnych pojeé

Monografie z zakresu poznania matematycznego koncentrujag si¢ glownie na
przetwarzaniu liczb oraz struktur numerycznych, zaniedbujac geometrig. Taki stan rzeczy
wydaje si¢ niesatysfakcjonujacy zarowno ze wzgledu na role geometrii w matematyce
wspoélczesnej, jak i w historii matematyki. Szereg wynikéw badan rzuca jednak $wiatto na
poznanie geometryczne.

W pierwszej czesci wystapienia, wykorzystujac Tinbergenowska strategi¢ wyjasniania
zreferuje relewantne dane na temat umystowej reprezentacji przestrzeni. Najpierw omowie

bazujace na rozpoznaniu geometrii srodowiska neuropsychologiczne mechanizmy (rdzenne
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systemy) orientacji przestrzennej i rozpoznawania ksztattow. Nastepnie przyjrze
si¢ ontogenezie tych mechanizmow, ktérych produkty wraz z przyswojeniem przez dzieci
jezyka 1 odpowiednim treningiem lgczone s3 w nowy system reprezentacji geometrycznych.
Dalej oméwie adaptacyjng warto$¢ orientacji przestrzennej bazujacej na geometrii sSrodowiska
oraz — wykorzystujac dane z zakresu etologii poréwnawczej — przedstawi¢ w duzym skrocie
filogeneze jej mechanizmow.

W czg¢scei drugiej przejde do poznania geometrycznego sensu stricte. Nadbudowane na
reprezentacjach przestrzeni, bedace efektem ewolucji kulturowej konstrukcje pojeciowe
geometrii euklidesowej: sg abstrakcyjne, wykazuja duza precyzje oraz cechujg si¢
stabilnoscig. Omawiajgc historyczng geneze tych wlasnosci przedstawie ,,gre” miedzy
diagramami oraz jezykiem formularnym, obejmujagcym zwroty typowe dla okreslonych
sytuacji. Ten ostatni sprzyja wzglednie tatwemu przyswajaniu wiedzy, jej organizacji,
orientacji w logicznej strukturze wywodu, przenoszeniu rozumowan do kolejnych problemow
oraz przejsciom od reprezentacji konkretnych do reprezentacji abstrakcyjnych.

W ostatniej czeSci wystapienia, odwotujac si¢ do uciele$nionej wersji teorii
podwdjnego kodowania podejme¢ probe integracji powyzszych fragmentarycznych wynikow
na temat poznania geometrycznego. Szczegolnym wyzwaniem ucielesnionego poznania jest
Wyjasnienie genezy poje¢ abstrakcyjnych. Przedstawi¢ hipotezg, zgodnie z ktdra poznanie
geometryczne, jako prototypowy przyktad poznania abstrakcyjnego, bazuje przede wszystkim
na pojeciach kodowanych werbalnie, ktore tworza ,.kognitywne rusztowanie”, rozszerzajace
zasieg ucielesnionego umystu na nowe obszary poznania. Jezyk naturalny wyposazony jest
bowiem w umozliwiajgce reprezentowanie poje¢ abstrakcyjnych cechy, takie jak: arbitralno$¢
stow 1 morfemdw, niezalezno$¢ od bodzcoé6w oraz produktywnose.

Argumentowat bede, Ze teza, zgodnie z ktora jezyk umozliwia dostep do syntaktycznie
rekombinowalnego, systemu symboli rozszerzajacego zasieg ludzkiego ucielesnionego
poznania, moze by¢ pomocna w integracji dobrze uzasadnionych idei na temat tego, ze
wynalezienie j¢zyka formularnego odegrato wazna rol¢ w kulturowej genezie matematyki,
oraz ze przyswojenie jezyka przez dzieci umozliwia produktywne taczenie reprezentacji
przestrzennych, generowanych przez rdzenne systemy poznawcze, w efekcie czego zdolne sg

one do uchwycenia zasad geometrii euklidesowej.
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Michal Heller

Centrum Kopernika Badan Interdyscyplinarnych, Krakow

Jerzy Krol

Instytut Fizyki, Uniwersytet Slaski, Katowice
Czy liczby naturalne sa naturalne?

W swoim znanym artykule Paul Benacerraff (The Philosophical Review 74, 1965, 47-
73) sformutowal szereg warunkow, ktore winno spetnia¢ strukturalistyczne rozumienie liczb
naturalnych, natomiast Colin McLarty (Nous 4, 1993, 487-498) utrzymywat, ze wszystkie te
warunki sg spetnione w teorii kategorii. Badamy “los" liczb naturalnych w tych toposach,
w ktorych kategoria rozmaitosci jest zanurzona w sposob pelny 1 wierny oraz pokazujemy, ze
wlasnos$ci liczb naturalnych, tak jak s3 one wkomponowane w strukture tych toposoéw, sg

jeszcze bardziej radykalne niz postulowat Benacerraff.

Jakub Jernajczyk

Geometryczne modele ewolucji wiedzy naukowej — na styku
matematyki, filozofii i sztuki

1. Tematem prezentacji sa wizualne modele rozwoju ludzkiej wiedzy, bazujace na
geometrycznych wlasnosciach kota.

2. Poza aspektem filozoficznym oraz matematycznym wyraznie be¢dzie tu akcentowana
poznawcza rola obrazu (tzw. myslenie wzrokowe), stanowigca uzasadnienie dla autorskiej
prezentacji zagadnien naukowych w postaci realizacji o charakterze artystycznym.

3. Michat Heller poréwnuje wiedz¢ naukowa do wnetrza kota (Heller, 1997): to co juz wiemy
reprezentowane jest przez pole kota, za§ obszar naszej niewiedzy rozcigga si¢ poza jego
obwodem. Na samym obwodzie kota — na styku naszej wiedzy z niewiedzg — rodza si¢
pytania naukowe. Co wazne, wraz ze wzrostem pola kota, symbolizujacym rozwd¢j naszej
wiedzy, zwigksza si¢ rowniez obwod tej figury. Oznacza to, ze liczba pytan i probleméow
czekajacych na rozwigzanie bedzie nieustannie rosngc.

4. W swoim opisie Heller nawigzuje do koncepcji Quine'a, ktory nauke porownat do pola sity
(Quine, 1951). Na krawedzi tego pola nast¢puje kontakt z do§wiadczeniem, w wyniku czego
we wnetrzu pola zachodza odpowiednie zmiany.

5. Pomimo wyraznej inspiracji obydwa modele istotnie si¢ rdznig. Metafora Hellera ma

charakter kumulatywistyczny — pole naszej wiedzy nieustannie si¢ tu powicksza, podczas gdy
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Quine mowi tylko o wewnetrznych dostosowaniach pola, nie przesadzajac o jego
wzroscie.

6. Inng metafor¢ wizualng znajdujemy w pismach Mikotaja z Kuzy, ktory poréwnal ideat
petnej wiedzy do kota, za$ ludzkie dazenie ku wiedzy do wielokatow wpisywanych w to koto
(Mikotaj z Kuzy, 1440).

7. Metafora Kuzanczyka bazuje na starozytnej metodzie wyczerpywania, ktora stuzyta
greckim matematykom do przyblizania pol figur oraz objetosci bryt (Katz, 2009).
W przypadku kota metoda ta polegata na wpisywaniu wen i opisywaniu na nim kolejnych
wielokatow foremnych.

8. Dzisiaj, aby przedstawi¢ koto na ekranie cyfrowym, postugujemy si¢ metoda znacznie
mniej subtelng niz starozytna metoda wyczerpywania. Koto odtwarzamy z prostokatnych
pikseli — atomow cyfrowego obrazu, za§ w celu wytworzenia zludzenia gladkosci
prezentowanego ksztaltu stosujemy rézne techniki obliczeniowe, okreslane wspolnym
mianem antyaliasingu (Hearn i Baker, 2014).

9. W odniesieniu do dyskretnej struktury ekranu cyfrowego zaproponowatem wlasng
wizualizacj¢ procesu ewolucji wiedzy naukowej. Podobnie jak w metaforze Mikotaja z Kuzy,
ideal pelnej wiedzy reprezentowany jest tu w formie kota, natomiast aktualny stan ludzkiej
wiedzy przedstawia figura zbudowana z kwadratow, ktore ulegajg kolejnym podziatom.

10. Metafora ta, tak jak i metafora Kuzanczyka, ma charakter platonski — zaktada istnienie
ideatu petnej wiedzy. Istota obydwu tych modeli nie jest tez nieustanne powiekszanie si¢ pola
kota, lecz wygladzanie krawedzi figury przyblizajacej koto, co stanowi odpowiednik
uszczegolawiania teorii naukowych. Tym, co wyrdznia zaproponowany przeze mnie model,
jest zwrocenie uwagi na elementy, ktore sa odrzucane w procesie wygladzania figury
(kwadraty, ktore znalazty si¢ poza obwodem idealnego kota). W kontekscie ewolucji wiedzy

naukowej stanowi¢ one mogg odpowiednik sfalsyfikowanych hipotez.
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Zbigniew Krol

Migdzynarodowe Centrum Ontologii Formalnej
Wydziat Administracji i Nauk Spotecznych
Politechnika Warszawska

Wybrane problemy ontologiczne i matematyczne zwigzane
Z pojeciem nieskonczonosci

W ramach tytutowej kwestii poruszone zostang nastepujace zagadnienia:

1. Czy z nieskonczonoscia spotykamy si¢ tylko w matematyce?

2. Dlaczego pojecie nieskonczonos$ci generuje problemy ontologiczne?

3. Niektore rodzaje problemow/stanowisk ontologicznych zwigzanych z
nieskonczonoscia.

4, Kwestie matematyczne zwigzane ze statusem ontologicznym nieskonczonosci,

m.in. concept calculus H. Friedmana, koncepcja modeli intuicyjnych, tradycyjne
podejscia do problemu i definicji nieskonczonosci.

5. Whioski i otwarte problemy badawcze.

Anna Lemanska
Wydziat Filozofii Chrzescijanskiej UKSW

Obiekty matematyczne a przedmioty fizyczne

Problem przedmiotu matematyki, cho¢ tak stary jak filozofia, wcigz jest daleki od
rozwigzania. Na przestrzeni wiekdw wypracowano w tym zakresie szereg stanowisk od
skrajnego realizmu po skrajny nominalizm czy formalizm. Dla uzasadniania niektorych z tych
pogladéw wykorzystywano fakt, ze matematyka stuzy do badania przyrody. Rézne dane zdaja
sie¢ $wiadczy¢ na korzys$¢ tezy, ze obiekty matematyczne sg w pewien sposob powigzane z
przedmiotami materialnymi. Charakter tego powigzania nie jest jednak oczywisty. Obiekty
matematyczne (bez wzgledu na to, czym s3) nie s3 bowiem przedmiotami fizycznymi.

W referacie skoncentruje si¢ na dwoch klasycznych stanowiskach. Pierwsze,
nawigzujace do Arystotelesa, uznaje, ze bytowo pierwotne sg przedmioty fizyczne, drugie, ze
racje miat Platon, traktujgc przedmioty matematyczne jako idee bytowo pierwotniejsze od
$wiata materialnego. Kazde z tych stanowisk byto wielokrotnie uzasadniane, poddawano je
tez wielostronnej krytyce. Wydaje si¢ jednak, ze na te dyskusje mozna spojrze¢ od strony
jednej z konsekwencji obu typéw koncepcji, a mianowicie matematyzowalnosci przyrody.

Oba stanowiska wprawdzie odmiennie wyjasniaja, skad wzigta si¢ ta wlasciwose
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rzeczywistosci przyrodniczej, to zarazem dostrzegaja w przyrodzie istnienie
struktur matematycznych.

Stanowiska nawigzujace do Arystotelesa wydajg si¢ atrakcyjne z tego powodu, Ze nie
wiktaja si¢ w trudnos$ci platonizmu matematycznego. Zarazem ten typ stanowisk tez nie jest
pozbawiony wad. Po pierwsze, dla pelnego ujawnienia si¢ przedmiotu matematyki konieczny
jest umysl, ktory przez abstrakcje lub idealizacje ,,wydobywa” z rzeczywistosci przyrodniczej
przedmioty matematyczne. Po drugie, S$wiat materialny, w ktorym istniejemy, nie jest wieczny
1 niezmienny: miat poczatek czasowy. Powraca zatem pytanie o to, czy rzeczywiscie $wiat
materialny jest pierwotny bytowo, czy moze jednak w porzadku istnienia bardziej
podstawowe s3 np. prawa przyrody, a przeciez cz¢s¢ z nich jest wyrazana za pomoca
matematyki. Po trzecie, matematyzowalno$¢ przyrody zdaje si¢ mie¢ swoje granice — nie
wszystkie zjawiska poddajg si¢ matematycznemu opisowi. Zatem z jednej strony przyroda
wydaje si¢ by¢ bogatsza od struktur matematycznych czy modeli matematycznych, z drugiej
zas$ istnieje caty szereg teorii, ktorych zwiazku z rzeczywistoscig fizyczng nie widac¢. Zdajac
sobie sprawe z trudnosci platonizmu matematycznego, sktaniam si¢ jednak do przyjecia

jakiej$ jego wersji.

Jerzy Mycka

Instytut Matematyki
Uniwersytet Marii Curie-Sktodowskiej, Lublin
e-mail: jerzm@hektor.umcs.lublin.pl

Uniwersalno$¢ obliczen a problem calkowitos$ci
funkcji obliczalnych

Referat zaprezentuje najpierw wyjasnienia, ktore udokumentujg istotnos¢
uniwersalnosci w réznych modelach obliczen. Nast¢pnie zademonstrowane zostang rozne
mozliwe wersje zdefiniowania funkcji uniwersalnej oraz twierdzenia bedace konsekwencjami
tych wariantow.

Goedlowska wersja definicji funkcji uniwersalnej begdzie potraktowana z wickszg
uwaga i wskazane zostang jej gtbwne wlasnosci.

Przy omoéwieniu kluczowych wynikéw dotyczacych uniwersalnosci obliczen
omowione zostang te aspekty, ktore wptywaja na site otrzymanych wynikow (obliczalnos¢

ztozenia funkcji, istnienie punktu statego).
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W ramach wprowadzenia problemu catkowito$ci funkcji wyja$niona
bedzie rola funkcji catkowicie niezdefiniowanej. Ponadto zagadnienie catkowitos$ci zostanie
umiejscowione w hierarchii probleméw nieobliczalnych.

Na podstawie powyzej podanych wynikow mozna bedzie wskaza¢ kolizj¢ zachodzaca
pomigdzy uniwersalnoscig a catkowito$cia w teorii funkcji obliczalnych. Zostang podjete
proby wyjasnienia, gdzie lezy zasadniczy powdd tego konfliktu oraz jakie cechy obliczalno$ci
mozna modyfikowa¢ w poszukiwaniu wyeliminowania wzajemnej niekompatybilnosci tych

dwoch analizowanych wtasno$ci modeli obliczeniowych.

Adam Olszewski
Wydziat Filozoficzny UPJP2

O granicach informatyki

Referat posiada jako cel przeanalizowanie tego, czy informatyka, jako nauka, posiada
granice. Problemem podstawowym jest ‘zdefiniowanie’ granic informatyki. Nastepnie
zostanie przedyskutowana kwestia aksjomatycznosci informatyki w sensie hilbertowskim.
Potem podane zostang dwa ‘aksjomaty’ informatyki, badz dwie fundamentalne zasady
informatyki (wg. S.C. Shapiro). Na koncu zostanie przedstawione uzycie tezy Churcha a

dowodzie problemu stopu.

Ewa Piotrowska

Paula Ernesta ,,nowa filozofia matematyki”

Angielski matematyk, dydaktyk 1 filozof Paul Ernest jest jednym ze wspottworcow
spotecznego konstruktywizmu, kierunku multidyscyplinarnego zajmujacego si¢ filozofig
matematyki w kontekscie filozofii nauki. Kierunek ten powstal w anglo-amerykanskim
srodowisku naukowym i r6zni si¢ od tradycyjnych nurtoéw, powstatych w nastepstwie badan
nad sytuacja kryzysowa w podstawach matematyki (m. in. od logicyzmu, formalizmu,
intuicjonizmu). Jest pewna orientacja w badaniach calo§ciowych nad matematyka, nie
stanowi w pelni koncepcyjnie uksztattowanego systemu pogladow, bedac rodzajem ,,wiedzy
otwartej” o jako$ciowo zroznicowanym rozwoju. Zwolennicy tego kierunku chcieli sprostaé
nowym zadaniom i wyzwaniom poznawczym oraz czysto pragmatycznym matematyki
wspotczesnej. Odcinaja si¢ od epistemologicznych tendencji fundamentalistycznych,

proponujac w matematyce relatywizm poznawczy. Przecza tez pogladom mowiacym, ze
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struktury ~ wewngtrzne  matematyki  decyduja o  jej  podstawach
epistemologicznych. Kresla ,,nowy” obraz matematyki postrzeganej krytycznie (np. w
odniesieniu do struktur matematycznych) i rozumianej w wymiarach poznawczych znacznie
szerzej (zewngtrzne usytuowanie tej nauki oraz praktyczne jej wykorzystanie cywilizacyjno-
kulturowe). Ambitne zatozenia poznawcze spotecznego konstruktywizmu przecza tez
tradycyjnemu dychotomicznemu podzialowi nauk na formalne i realne (empiryczne),
podobnie jak matematyki na czysta i stosowang. Wiedza (poznanie) — jak sadza — ma
charakter spoteczny, kulturowy, koncepcyjnie zréznicowany i rozwojowy, obiektywny i w
metodzie ,,milczacy”. Opowiadajg si¢ za zmodernizowanym (,,dynamicznym’) obrazem
matematyki. Dostrzegaja funkcje S$rodkoéw jezykowo-literackich (np. jezyk, metafora,
retoryka) ispotecznych tej nauki (decydujaca rola komunikatywna i1 argumentacyjna
dyskursu). Procesy ksztaltowania si¢ ,,wspdlnot matematykow” potwierdzaja ich teze, ze
komponent spoteczny determinuje struktury modelowego rozumienia ,,nowej matematyki”.
Sg bliscy tezy o znaczacej roli 1 funkcji matematyki dostosowanej do wielorakich potrzeb
wspotczesnego S$wiata, akcentujgc szczegdélng jej role w rozwoju wspotczesnej ,.ery
informatycznej”. Istotna jest dla nich nie tylko wiedza i struktury wewnetrzne matematyki, ale
rowniez ci, ktdrzy tworza, upowszechniaja i programujg zreby ,,uspolecznionej” matematyki.
Koncepcja ta znajduje zwolennikow w $wiecie anglosaskim, skandynawskim, niemieckim
(szkota erlangenska), w Rosji.

W swoim referacie ogranicz¢ si¢ tylko do przedstawienia pogladéw jednego

z przedstawicieli tego nurtu.

Jerzy Pogonowski®
Zaktad Logiki i Kognitywistyki UAM
pogon@amu.edu.pl

Intuicje a nabywanie wiedzy matematycznej

.....

W odczycie zamierzamy zastanowi¢ si¢ nad rolg objasnien intuicyjnych w procesie
nabywania wiedzy matematycznej. Do dwoch znanych kontekstow: odkrycia oraz
uzasadniania w matematyce proponujemy dodac trzeci: kontekst transmisji. Obejmuje on

sposoby przekazywania wiedzy matematycznej. Odnosi si¢ zatem zarowno do tego, jak

! Niniejszy tekst powstat w ramach projektu badawczego NCN nr 2015/17/B/HS1/02232 Aksjomaty
ekstremalne: aspekty logiczne, matematyczne i kognitywne.
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prezentowana i objasniana jest matematyka w podrecznikach, jak tez do tego,
jakich srodkow uzywamy w procesie dydaktycznym.

Zwrocimy szczegolng uwage na wykorzystanie odwotan do intuicji w kontekscie transmisji.
Odwotania takie majg, rzecz jasna, wspomagac¢ rozumienie poje¢, twierdzen, dowodow,
konstrukcji, technik matematycznych. Musza by¢ dobierane ze stosowng starannoscia, aby nie
prowadzily do niepoprawnego rozumienia. Odwotania intuicyjne wykorzystuja m.in.: $rodki
lingwistyczne, rozumowania przez analogie, metafory, modele fizyczne, doswiadczenie
potoczne, percepcje zmystows. Bodaj najciekawsze sa odwotania intuicyjne wewnagtrz samej
matematyki. Za przyktad stuzy¢é moze objasnianie budowania modeli teorii mnogosci metoda

wymuszania poprzez analogi¢ z rozszerzeniami ciat o elementy przestepne.

Nie zajmujemy si¢ intuicjami profesjonalnych matematykoéw, lecz ograniczamy Si¢ do
objasnien intuicyjnych w procesie dydaktycznym. Uwzgledniamy opinie specjalistow (Piaget,
Wygotski, Polya, Tall, Schoenfeld). W sposob istotny odwolujemy si¢ do ustalen Anny
Sierpinskiej z jej monografii Understanding in mathematics (1994).

Rozwazang problematyke uwazamy za wazng juz chocby z tego powodu, ze obraz
matematyki, ktory posiada przewazajaca cze$¢ populacji jest wielce uproszczony, a za celowe
uzna¢ nalezy proby poprawy tej sytuacji. Krzewienie kultury matematycznej w zakresie
dostegpnym dla szerszego ogolu jest mozliwe chyba jedynie poprzez dobrze dobrane
objasnienia intuicyjne, ktére powinny wzbudza¢ zainteresowanie matematyka i zachgca¢ do

samodzielnej nauki.

Zbigniew Semadeni

Platonizujacy konceptualizm w matematyce

Glowng teza referatu jest to, ze kazde z trzech zasadniczych stanowisk filozoficznych
dotyczacych matematyki: platonizm, konceptualizm, formalizm opisuje pewne inherentne
cechy matematyki i mozna je wzajemnie pogodzi¢ pod warunkiem, ze potraktuje si¢ je
deskryptywnie jako opis pewnych waznych aspektow matematyki, a nie normatywnie,
tzn. usunie si¢ z nich stowa takie jak ,,tylko”, ,,przeciwstawia si¢” oraz pewne tezy explicite
negujace inne stanowiska. Przy podejsciu deskryptywnym te trzy stanowiska nie sg bynaj-
mniej az tak wzajemnie wykluczajace, jak si¢ czesto sadzi.

Konceptualizm bedzie omawiany w konteks$cie konstruktywizmu rozumianego odmiennie
niz zazwyczaj w filozofii matematyki, a mianowicie tak, jak w badaniach naukowych procesu

uczenia si¢ matematyki, m.in. w tradycji post-piagetowskiej, ktadacej nacisk na specyficzng
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aktywno$¢ umystowa podmiotu. Bardzo wazne jest stwierdzenie, ze zawsze nowe
struktury poznawcze — zarowno w ontogenezie jak i w filogenezie — sqg nadbudowywane na
poprzednich i z nimi integrowane.

Zasygnalizowane beda przyktady etapow rozwoju poje¢ matematycznych, w szczeg6lnos-
ci zjawisko formowania si¢ nowych poje¢ na kolejnych poziomach najpierw jako procesow,
ktore na skutek wielokrotnego powtarzania ulegaja kompresji i stajg si¢ samodzielnymi
obiektami myslowymi.

Analizowane beda dwa kluczowe fakty, z ktorych kazdy wyraznie przemawia za jakims$

platonizmem.

(o) Pojecia i dowody konstruowane w umystach roznych matematykow sq zadziwiajgco
zgodne, co nie daje si¢ wytlhumaczy¢ konceptualistycznie bez domniemania, ze ta zgodnosé
jest odbiciem jakichs$ obiektywnych, zewnetrznych praw.

(B) Argumenty typu Quine’owskiego, mianowicie zobowigzania ontologiczne fizyKi.

Jakkolwiek (a) i (B) sugestywnie narzucajg teze, ze matematyka zawiera obiektywne
tresci, niezalezne od ludzkiego poznania, to niejasny pozostaje ontologiczny status tych tresci
I trudno jest okresli¢, czym mialy by¢é owe odwieczne obiekty matematyki i w jakim sensie
miatyby istniec.

Uzyty w tytule termin ,,platonizujacy konceptualizm™ oznacza konceptualizm interpreto-
wany jako stanowisko, ktore 1) jest oparte na ontologicznej tezie, ze matematyka jest funkcja
intelektu ludzkiego i wolng aktywnoscig rozumu i 2) jest nastawione na wyjasnienie zjawiska
do$¢ powszechnego i zarazem skutecznego stosowania platonizujacych argumentéw w
rozumowaniach matematykow. Punktem wyjscia platonizujacego konceptualizmu jest to, ze
podmiot aktywnie konstruuje schematy umystowe, ktore trafnie peinig role sugestywnych,
intuicyjnych modeli dla owego idealnego §wiata matematyki, a zarazem daja si¢ sformalizo-
wac 1 okazujg si¢ w petni adekwatne do opisu struktur fizyki.

Wsrod obiekeji dotyczacych platonizmu w matematyce, oprocz argumentow typu
Benaceraffa, analizowane bgda trudnos$ci zwigzane z kwestig zastgpien ontycznych, przez co
rozumiana jest jawna lub ukryta zamiana obiektu matematycznego o nazwie X na jaki$ inny
obiekt, ktory rowniez nazywany jest X (zmiana bytu przy zachowaniu nazwy), przy czym
nowy obiekt ma petni¢ rol¢ poprzedniego (w szczegolnosci tak si¢ dzieje, gdy matematyk

mowi o utozsamianiu obiektow, ktore raz traktowane sg jako rézne, a potem jako identyczne).
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Radostaw Siedlinski
O problemie (hiper)obliczen biologicznych

W odczycie porusze dwie kwestie - obie problematyczne. Pierwsza jest traktowanie
uktadow ozywionych jako uktadow obliczajacych, gdy rozmaite procesy przebiegajace
zar6wno na poziomie komérkowym jak i tkankowym oraz uktadowym interpretowane bywaja
jako procesy przetwarzania informacji podtug regul (jest to jedno z mozliwych rozumien
zwrotu "obliczenia naturalne"). Problematyczne jest tu juz samo traktowanie obliczeniowych
opisOw uktadow naturalnych jako sprawozdawczych, a nie heurystycznych.

Kwestia druga pojawia si¢ za§ w efekcie przyjecia zatozenia, ze uklady ozywione sa
uktadami par excellence obliczajacymi. Mozna woéwczas postawi¢ pytanie o relacje
mozliwosci obliczeniowych tak rozumianych ukladoéw ozywionych wobec mozliwosci
Uniwersalnej Maszyny Turinga. Poglad standardowy glosi, ze mozliwosci obliczeniowe
uktadow zywych nie wykraczaja poza UMT. Jezeli jednak uznamy, ze mozliwosci
obliczeniowe zycia lokujg si¢ poza barierg wyznaczong przez tez¢ Churcha-Turinga, to
wchodzimy wowczas w obszar hiperobliczen biologicznych.

W odczycie zaprezentuje przestanki stojace za przyjeciem obliczeniowej interpretacji
uktadow ozywionych, przedstawie glowne obszary rozwoju obliczen naturalnych w
rozumieniu przyjetym powyzej, a takze wskaze z jakich powodoéw probuje si¢ wykraczaé
poza standardowe rozumienie obliczen Dbiologicznych w  obszar  biologicznej

hiperobliczalnosci.

Bartlomiej Skowron

Migdzynarodowe Centrum Ontologii Formalnej
Wydziat Administracji i Nauk Spotecznych
Politechnika Warszawska

Uniwersytet Papieski Jana Pawta II

Sprze¢zenia funktorow.
O jednoczacej matematyke sile teorii kategorii

Szacuje sie, ze rocznie dowodzonych jest 250 tys. twierdzen matematycznych.
Amerykanskie Towarzystwo Matematyczne klasyfikujac gatezie matematyki, wyrdznia ponad
5 ty$. dziedzin matematyki (wraz z dziedzinami powigzanymi z matematykg). Matematycy
podczas konferencji poswigconych tylko jednej galezi matematyki nie rozumieja siebie

nawzajem, ogrom wiedzy matematycznej jest juz nie do pojecia, nie tylko dla jednej osoby, le
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tez dla wielkich grup osob. Czy w obliczu tego zasadne jest poszukiwanie
jednosci matematyki? Jesli tak, to jak to robi¢?

Posrod strategii poszukiwania jednos$ci w matematyce wyrdzni¢ mozna co najmnie;j
trzy:

(@) szukanie podstaw matematyki poprzez budowanie catej matematyki ,,od dotu” na
wybranych pojeciach pierwotnych, np. pojeciu zbioru 1 nalezenia do zbioru oraz
wskazywanie, ze kazde poje¢cie matematyczne jest redukowalne do poje¢ mnogosciowych
(lub innych);

(b) odnalezienie zroédet matematyki, np. czynnosci prowadzacych do powstania form
matematycznych 1 powr6t do tych form, np. poprzez akcentowanie zastosowan matematyki;
(c) spojrzenie na istniejgca matematyke jak na galaktyke, ,,z gory” i odnajdowanie posrod tej
ztozonej roznorodnosci aspektow taczacych i uniwersalnych, jak np. analiza produktu
teoriokategoryjnego wystepujacego pod wieloma postaciami w réznych kategoriach.

Teza referatu jest stwierdzenie, ze najskuteczniejsza forma poszukiwania jednosci
matematyki jest poszukiwanie typu (c). W szczegdlnosci, mozliwe do zauwazenia tylko
dzigki teorii kategorii, zjawisko sprzezenia funktoréw jest jednym z najwazniejszych
rozpoznan prowadzacych do budowania giebokiej jednosci matematyki. Sprzgzenia wystepuja
w catej matematyce, sprzezone sa produkt i eksponent, kwantyfikator ogdlny ze
szczegotowym, operacja mnogos$ciowego zawierania i topologicznego wnetrza. Sprzezeniami
sg spdjniki logiczne, obiekty poczatkowe i koncowe, grupy wolne, itd.

Sprzgzenia s3 swoistymi pojeciowymi odwrotnosciami, ich istocie i wpltywie na
jedno$¢ matematyki bedzie poswigcony referat.
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Michal Sochanski

Typologie reprezentacji obiektow matematycznych
oraz ich zastosowan w rozumowaniach

W moim referacie rozwazony bedzie, najogdlniej rzecz bioragc, wplyw uzywanego
typu reprezentacji czy notacji na sposoéb poznawania obiektow matematycznych -
przedstawiania ich sobie i rozumowania o nich. W pierwszej kolejno$ci omowione zostang
dwa typy reprezentacji uznawane zazwyczaj jako przeciwstawne —z jednej strony diagramy,
czy wizualizacje, a z drugiej symbole oraz tworzone za ich pomoca zdania. Omoéwione
zostang najwazniejsze wilasnosci tych dwoch typoéw reprezentacji, ktore to wilasnosci
wskazuja na dychotomiczny podziat pomiedzy nimi. Z jednej strony mamy wigc diagramy,
ktore maja by¢ doskonaltymi narzedziami heurystycznymi, umozliwiajac intuicyjny i
catosciowy oglad obiektow matematycznych jednoczes$nie jednak nie nadajac sie do
przeprowadzania $cistych dowodow; z drugiej strony — symbole, oraz ztozone z nich zdania,
ktorych poznanie ma by¢ raczej linearne niz catosciowe, ktore jednak pozwalajg wyrazi¢ idee
matematyczny w sposob jasny 1 S$cisty. Nastepnie 6w dychotomiczny podziat poddany
zostanie krytycznej ocenie, w szczegolnosci poprzez rozwazenie dwdch pytan: po pierwsze,
na ile wlasnos$ci przypisywane diagramom (i poznaniu za ich pomoca osigganemu) faktycznie
im przystuguja? Po drugie, czy i w jakim stopniu wlasnosci te przyshuguja rowniez innym
typom reprezentacji obiektow matematycznych? Rozwazymy rowniez roézne sposoby
definiowania samego poje¢cia diagramu, wskazujace na nieostro$¢ podzialu na diagramy
i symbole. Na koniec oméwimy niektore propozycje typologii reprezentacji matematycznych,
ktore wychodzg poza omawiang wczesniej ,tradycyjng” dychotomi¢ diagram-symbol,
wskazujac na jej stabosci oraz na wigksza réznorodnos¢ ,,odcieni” w odniesieniu do réznych
sposobéw zastosowan przedstawien obiektow matematycznych. Typologie te pozwalajg na
pogtebienie refleksji nad rola, jaka poszczegodlne typy notacji oraz reprezentacji odgrywaja

W poznaniu matematycznym.
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Pawel Stacewicz

Politechnika Warszawska
Wydziat Administracji i Nauk Spotecznych

Czy informatykom musi wystarczy¢ nieskonczonos¢ potencjalna?

1. W referacie uwypukle dwa aspekty rozwazan o nieskonczonosci:

a) matematyczny — w ramach ktorego nieskonczonos$¢ potencjalng przeciwstawia si¢
aktualnej, a okresla si¢ jg poprzez wskazanie pewnej reguty wyznaczania kolejnych (nigdy
nie konczacych si¢) wartosci pewnego typu (np. liczb naturalnych parzystych);

b) fizyczny — w ramach ktérego nieskonczonos¢ potencjalng przeciwstawia si¢ realnej
(lub urzeczywistnionej), a rozumie si¢ ja jako pewien obiekt hipotetyczny, zaktadany w teorii
opisujacej okreslony fragment rzeczywistosci.

2. Ze wzgledu na ,dualny” charakter informatyki — ktéra zajmuje si¢ zarowno
matematycznymi  modelami  obliczen, jak i opisywanymi przez nie realnymi
programami/urzagdzeniami do przetwarzania danych — w filozoficznej refleksji nad
informatyka trzeba uwzglednia¢ obydwa w/w aspekty nieskonczonosci.

3. Obiekty nieskonczone wystepuja w bardzo wielu (jesli nie wszystkich) modelach obliczen;
na ogdét wprowadza si¢ je po to, by zwiekszy¢ (teoretyczng) moc obliczeniowa danego
modelu. Poniewaz sa one elementami modelu, nalezy je traktowaé jako byty potencjalne w
sensie hipotetyczno$ci (sa teoretyczne; by¢ moze jednak, czyli potencjalnie, uda si¢ je
zidentyfikowac i obliczeniowo wykorzysta¢ w swiecie fizycznym).

4. W powyzszym kontekscie rodza si¢ dwa kluczowe zagadnienia referatu:

a) jaki status matematyczny maja infinitystyczne elementy r6znych modeli obliczen (sa
nieskonczone potencjalnie czy aktualnie; i co z tego wynika)?,

b) czy istnieje jakiekolwiek uzasadnienie dla przekonania, ze owe byty hipotetyczne moga
zyska¢ swoj realny odpowiednik w informatycznej praktyce (np. czy moglaby zaistniec¢

maszyna wykonujaca nieskonczenie wiele operacji w skonczonym czasie)?
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Jan Wolenski

Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania, Rzeszow

Prawda w matematyce
(Na marginesie argumentacji Paula Benacerrafa)

Benacerraf uwaza, ze nie da si¢ uzgodni¢ semantycznej koncepcji prawdy z kauzalng
teorig poznania. Wedle tej drugiej, wiedza powstaje w wyniku przyczynowego oddzialywania
przedmiotu poznania na poznajacy podmiot. Semantyczna teoria prawdy, matematycznej czy
jakiejkolwiek innej definiuje prawdziwo$s¢ w modelu, tj. abstrakcyjnej strukturze
matematycznej. Wszelako takie struktury, wilasnie jako obiekty abstrakcyjne, nie moga
przyczynowo oddziatywac na poznawczych agentow.

Powyzsza argumentacja daje si¢ w pewien sposob odeprze¢. Niech T bedzie teoria,
Gla zdefiniowania prawdziwosci zdan z T trzeba okresli¢ model, powiedzmy M™ w ktorym
twierdzenia teorii T sa prawdziwe. Mamy wiec relacje R(T, M") definiujaca prawde.
Wszelako nie jest to relacja przyczynowa. Faktycznie, bytoby nonsensem powiedzie¢, ze M'
jest przyczyng prawdziwosci zdan z T. Wszelako jesli pytamy, czy model reprezentuje Swiat
W, mamy inna relacj¢, mianowicie R(W, M) i nie zadnego powodu, aby nie przyjmowacé, ze
modele $wiata nie powstaja w wyniku jego realnego, moze takze przyczynowego.
oddzialywania na poznajace podmioty. W konsekwencji prawda o $wiecie jest definiowana
jako ztozenie dwoch relacji, mianowicie R(T, M") i R(W, M) , ktora to operacja przeprowadza
T w W. Z formalnego punktu widzenia, kazda niesprzeczna teoria ma model, ale nie zawsze
jest to model realnego $wiata. Aby dany agent poznawczy mogh wykazaé, ze jest, musi wzigé
pod uwage nie tylko abstrakcyjnag struktur¢ matematycznag, ale takze jej stosunek do $wiata.
Rozumowanie Benacerrafa nie odnosi si¢ takze do prawdziwosci czystych teorii
matematycznych. Platonizm nie wymaga jakiejkolwiek pomocy ze strony kauzalnej
epistemologii, natomiast inne rozwigzania nie moga abstrahowaé¢ od okolicznosci
psychologicznych (intuicjonizm) lub percepcji znakéw (formalizm). Rozwigzanie
»durelacyjne” idzie po linii naturalizmu w tym sensie, ze wszelkie akty poznawcze sa

ucielesnione.
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Badanie podstaw rachunku
prawdopodobienstwa w Polskiej Szkole Matematycznej

Rachunek prawdopodobienstwa az do poczatku XX wieku nie mial ustalonego statusu.
Byl dyscypling znajdujaca si¢ pomiedzy matematyka, filozofia i naukami empirycznymi.
Wielu uczonych pracowato nad usci$laniem jego podstaw i poddaniem go metodom
matematycznym (G. W. Leibniz, J. Bernoulli, B. Pascal, Ch. Huygens, P. Fermat, D.
Bernoulli, A. Moivre, P. S. Laplace). Mimo wprowadzenia kilku waznych poje¢ i twierdzen
majacych range matematyczng (nadzieja matematyczna, prawo wielkich liczb, twierdzenia
graniczne, teoria ciggdéw rekurencyjnych, prawo normalne rozktadu prawdopodobienstwa),
nie udato si¢ podac Scistej definicji samego pojecia prawdopodobienstwa. Miedzy innymi H.
Poincare wskazal w stosowanej definicji btad petitio principi.

Dla odniesienia ostatecznego sukcesu kluczowe okazaty si¢ dwa nurty badan.
Pierwszy z nich polegat na logicznym badaniu podstaw teorii prawdopodobienstwa (od G. W.
Leibniza, poprzez B. Bolzano az do G. Fregego, B. Russela, D. Hilberta i H. Poincarego).
Natomiast w drugim nurcie poszukiwano ,,porzadnej” teorii matematycznej, na ktorej datoby
si¢ zbudowa¢ rachunek prawdopodobienstwa. Okazalo si¢, ze przy pomocy teorii mnogosci
I teorii miary mozna w petni zaksjomatyzowac i zmatematyzowa¢ ten rachunek. W petni
dokonat tego rosyjski matematyk A. Kolmogorow w 1933.

W badaniach obu nurtow istotny wkiad mieli polscy matematycy: J. Lukasiewicz
(pierwszy nurt) oraz A. Lomnicki i H. Steinhaus (drugi nurt). Pokaz¢ w mojej pracy znaczenie
tych badan dla zrozumienia istoty prawdopodobienstwa oraz zwiazku miedzy logika a teorig
prawdopodobienstwa. Ponadto przedstawione badania pozwola na ukazanie ograniczenia
metody logicyzacji matematyki. Generowanie nowych poje¢ wymaga bowiem wyjscie poza
analize logiczng. Pokazg to na przykladzie wprowadzenia pojeé: zdarzen elementarnych,
zdarzen losowych, prawdopodobienstwa jako miary na zdarzeniach losowych oraz
niezaleznosci stochastycznej. Jednak z drugiej strony poprzez badania logiczne staje si¢
mozliwe dostrzezenie alternatywnych drog rozwoju rachunku prawdopodobienstwa.
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Czy poje¢cie mozliwego obiektu w matematyce ma sens?

W referacie zajmuje si¢ pojeciem mozliwego obiektu w odniesieniu do matematyki
(i szerzej — pytaniem o status poje¢ modalnych w matematyce). Wydaje si¢, ze pojecie
mozliwego obiektu matematycznego (ew. mozliwej struktury matematycznej badz $wiata
matematycznego) jest spojne z (przynajmniej niektérymi) stanowiskami w zakresie filozofii
matematyki. Twierdzg¢ jednak, ze wprowadzenie takich kategorii do dyskusji rodzi szereg
problemoéw filozoficznych (m.in. problem kryterium identycznosci, problem granic
matematycznos$ci, problem wskazania $§wiata aktualnego, problem obiektywnosci wiedzy).
Pojawiajg si¢ one w zwigzku z formutowaniem pewnych tez angazujacych pojecia modalne,
ktore — pozornie — brzmig jasno, a faktycznie jasne nie sg. W szczegolnosci — cho¢ moze si¢
wydawac¢ inaczej — teza gloszaca istnienie wszelkich mozliwych obiektéw matematycznych
nie jest wcale tatwa do pogodzenia z teza matematycznego realizmu. Rodzi si¢ hipoteza, ze
kategorie modalne sg zbyt niejasne, aby mozna si¢ bylo nimi owocnie postugiwaé

w dyskusjach dotyczacych ontologii (i szerzej: filozofii) matematyki.
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